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I. METODE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE

GEOMETRIE

Metodd vine de la cuvdntul grecesc methodos (meta : dupd, cu qi odos : cale,

drum, care tradus inseamnd,,cu calea" sau,,dupd drumul").

in matematicd, prin metod6 se intelege calea ralionald care trebuie urmat[ pentru a

demonstra o teoremd sau pentru arezolva o problemd.

in geometrie intdlnim numeroase qi variate probleme, insd, oricdte incercdri s-ar

face, nu este posibil sd se gdseasci un singur mers ralional dupd care toate problemele s-ar

putea rezolva, ci un grup mare de probleme se rezolvd intr-un fel, alt grup in alt fel gi se

gdsesc multe asemenea c[i de rezolvare a problemelor, deoarece multe qi variate sunt

chestiunile teoretice pe baza cdrora au fost formulate problemele ce aparfin diferitelor

grupuri.

Cunoaqterea celor mai int6lnite metode pentru rczolvarea problemelor de geometrie

este necesari tuturor celor ce studiazd aceastd qtiinld, deoarece, pe de o parte, ii fereqte de

incerc[ri fEcute laint6mplare, pe de altdparte, le dezvolti capacitatea de a generaliza,fapt

ce le dd posibilitatea s[ lege intre ele problemele ce se rezolvd dupi o anumitd schemd de

rafionament, care se reline uqor qi se aplicd fErd greutate.

Metodele pentru rezolvarea problemelor se impart in doud grupe principale, qi

anume: generale gi particulare.

Sinteza qi analiza sunt singurele metode generale care se aplica in demonsttarca

unui numdr foarte mare de teoreme gi probleme. Aceasta insd, nu inseamni cf, nu putem

cduta gi folosi metode particulare, care sd ne conducd la rezultat sub o formd mai uqoard 9i

frumoasd incaztiunui anumit grup de problem.. ([5], pag.4)

1.1. METODE GENERALE IN REZOLVAREA PROBLEMELOR DE

DEMONSTRATIE

1.1.1. Metoda sintezei

Problemele de demonstralie sunt probleme prin rezolvarea cdrora se urmireqte

stabilirea sau verificarea unei relafii, gdsirea unor proprietd{i noi ale figurilor date sau, in

general, sd se justifice dacd o afirmalie pe care am formulat-o mai inainte referitoare la o

proprietate a unei figuri geometrice este adevdratd sau nu.



Rezolvarea problemelor de demonstralie ajutl la insugirea temeinicd a cunogtinJelor

de geometrie,la dezvoltarea gdndirii logice, constituind in acelagi timp primii paqi spre o

muncd creatoare in acest domeniu.

intr-o problemi de demonstra[ie la geometrie se considerd o figurd F, despre care

se spune cd posedd propriet6{i1e a, qi se cere sd demonstrdm cd. in acest caz mai posedd qi

proprietalile /.
Propozilia care afirmd cd figura Iposed[ proprietdfile a, pe care o notdm cu A,

poartd numele de ipotezd,, iar propozi[ia care afirmi c[ figura F posedd proprietd]ile f qi

pe care o notdm crt B, poartd numele de concluzie. Cu alte cuvinte, intr-o problemd de

demonstralie se cere sd ardtdm cd, dacd, pentru o figurd F este adevdratd propozilia A

(ipoteza) este adevdratl gi propozilia B (concluzia).

La rezolvarea unei probleme de demonstratie prin sintezd se procedeazd astfel. Se

porneqte de la propozilia A (ipotezd) qi se cautl o altd propozilie C, pe care o implicl
propozilia A (care se poate deduce din propozi\ia A).

Cu alte cuvinte, {indnd seama cI figura T are proprietdtile a, cdutdm s[ descoperim

ce alte proprietdti y mai are, iar propozilia care afirmd cd figura F are proprietd{ile y o

notdm cu C.

Cdutdm mai departe o propozilie D, pe care sd o implice propozitiile I gi C, qi

aqa mai departe p6nd c6nd propoziliile astfel gdsite implica propozitia ,B (concluzia).

(1s1, pag. z:)

IJrme:azd exemple de felul cum se aplicd metods sintezeiin demonstra(ii.

1. (Teorema lui Menelaus). ([q],pug.::) fie un triunghi ABC gi trei puncte

A'eBC, B'eCA, C'eAB, diferite de vdrfurile triunghiului. Dacdpunctele A', B'gi C'

sunt coliniare atunci are loc egalitatea

A'B B'C C'A - 1.
A'C B'A C'B

Demonstra{ie:

Analizdnd figura 1.01, observdm cd ipoteza nu ne dd suficiente date pentru a pune

in eviden{i rela{ia cerutd.

Fiind vorba despre rapoarte gi legdturile ce trebuie stabilite intre ele, acestea

constituie o indicaJie cd noi trebuie sd plecSm de la cunoqtinlele referitoare la asem6narea

triunghiurilor.

Proiectim v6rfurile triunghiului ABC pe dreapta determinatd de cele trei puncte



coliniare A', B', C'. Se obfinpunctele A,, B, Cr (A, =pro,",A, 81 =pre,c,B, C, =pro,.,C).

A

ts

Este uqor de observat cd

Fig. l.0l

aA'BB1 -AA'CCp AB',CCI -AB',AAl, AC'AAr -AC'BB1.

Din triunghiurile asemenea formate, rczrtltd

A'B BB, B'C CC, C'A AA,
Arc 

= cc,' B?, 
= AA,' cB = 

BB,

inmullind aceste trei egalitSli se obline

A'B B'C C'A
A'C B'A C'B

2. (Teorema lui Ceva). (t41, pag.aa) Fie ABC un triunghi qi A', B', C' trei pun-

cte astfel incdt A'e BC, B'eCA, C'eAB. Dacd dreptele AA', BB', CC' sunt concurente

atunci are loc egalitatea

A'B B'C C'A -,
Arc 

t B?. cB -''
Demonstrayie:

rie {e}= AA'n BB'n CC'. (nig.t.OZ)

Faptul cd in ipotezd se vorbeqte de $ase segmente determinate de cele trei drepte

concurente de pe laturile triunghiului dat este o indicalie cd in demonstrafia teoremei date

putem sd aplicdm teorema lui Menelaus.

Aplicdm teorema lui Menelaus pentru triunghiul BA'A gi punctele coliniare

c, P, c'.

RezultI

CB PA' C'A

-1.

-1.CA' PA C'B



Fig. 1.02

lui Menelaus pentru triunghiul CAA' Si

B'C PA BA'_._-1.
B'A PA' BC

inmullind ultimele doud relalii se obline

A'B B'C C'A -,AC BA CB_,.

1.1.2. Metoda analtzei

La rezolvarea unei probleme prin analizd se pomegte de la concluzia B gi se cautd o

propozitie C care sd o implice pe B.

Cdutdm o altd propozi(ie D din care sd o deducem pe C, apoi o propozilie E din care

s[ o deducem pe D qi aga mai departe, pdnd cAnd reugim sd gdsim o propozilie I din care

sd putem deduce propozilia precedentd

Practic se procedeazd astfel:

a) Se presupune cd propozilia de demonstrat este adevdratil

b) Se pune urmdtoarea intrebare:

De unde reiese imediat concluzia teoremei?

Rispunsul la aceastd intrebare duce la formularea rmei propozffi mai pu{in

necunoscutd dec6t cea datd de teorem5. Sd numim aceastd propozilie, de exemplu, C.

c) O intrebare aseminltoare se pune pi pentru propoziliaC.

De unde reiese imediat concluzia propoziliei C ?

Rdspunsul la aceastd intrebare duce la formularea unei noi propozilii, mai pu{in

necunoscutd decdt C. SA numim aceastd noud propozi[ie, de exemplu, D.

C

punctele coliniareAplicdm acum teorema

B', P, B. Rezultd

10



d) Acest proces se repeti pdnd cdnd se obline o propozijie cunoscutS, stabilitd mai

inainte.

e) O datd ajuns la acest adevlr, rationamentul decurge mai departe dupd metoda

sintezei.

Din felul cum se aplic[ metoda analizei se poate vedea clar cd fiecare etap[ nu se

desftgoard prin incercdri, ci este legatd de propoziliile precedente, agadar rafionamentele

sunt motivat.. ([5], pag.7a)

IJrmeazd exemple de felul cum se aplicd metoda analizei in demonstralii.

1. Se considerd cercul % (O,R) qi un punct C exterior cercului. Prin punctul C se

duce secanta CBA qi tangenta CD la cercul dat. Pe cercul V (Or,R,) circumscris

triunghiului CBD se considerd punctul E astfel incAt CD = CE ' Sd se arate cd punctele

A, D gi E sunt coliniare.

Demonstra{ie:

Presupundnd cd punctele A, D,

,n(Enc)=*(nrc) deoarece cD = cE

Fig.l .03

sunt coliniare avem *(ADc)* rn(roc)= t ao',E

qi

deoarece *(onc)= 1 80 " - *(oec) = *(eno), patrulaterul BDEC fiind inscriptibil.

1l

*(anc)= *(aon)* -(noc)= *(ann)* | *(ortrn)=

= ,n(ann)* -(uAr)=

= 180" - *(aso)

Comparand aceste relafii oblinem t"(nEc):*(asn), egalitatecare este adevdratd



5.3. PROBLEME REZOLVATE DE COLINIARITATE $I CONCURENTA

f . (Sl, pag.2)7) Fie paralelogramul ABCD qi punctele E, F astfel inc6t B. (ee),

BE: AD, U e (af), DF: AB. Sd se arate cd punctele E, C gi F sunt coliniare.

Rezolvare:

AB
Fig. 5.01

Cum BE=AD pi AD=BC rezulta BE=BC deci

Deoarece DF: AB gi AB: DC rezultd, DF: DC

isoscel. Avem

E

triunghiul CDE este isoscel.

agadar triunghiul FDC este

*(eer)=*(Een)* *(neo)* *(oen): 180' - m(caE) 
+ m60n; + 

180" - *(FDC) -

= )buu+ 
2 (BeD)- *(coe)- ,"(.0")

intrucdt BC IIAD ei AB ll OC se obline

'"(eco): 
."(cnn)= -(noc).

2. (lgll,pag.169) Se considerd triunghiul ABC in care *(4)=60' qi triunghiul

echilateral BCT astfel incAt A qi T aparfin aceluiaqi semiplan delimitat de dreapta BC.

Se iau punctele P qi Q aqa incat ee(cr), (nl)n@q)*a qi triunghiul Bpe este

echilateral. Sd se arate cd punctele A, T gi Q sunt coliniare.

Rezolvare:
l^\

Cum m(BAC/= oo' qi triunghiut BCT este echilateral (rig. 5.02),arunci

Rezultd *(eer)=]-.:oo" =1g0" deci punctele E, c gi F sunt coliniare.\,/2

t27



'"(nAc)= -(ntc).

B
Fig.5.02

Rezultd ATBC patrulater inscriptibil, de unde se obtine

Se observd cd

*(nAr)= *(ser)= oo".

*(ear)**(aQr)= t2o" +60" = r8o"

de unde reztaltd APQB patrulater inscriptibil.

Agadar

Se obline astfel

*(BAa)= *(erq)= oo'.

-(nAr)= (BAa)

Deci 
t ^ \ / ^ \(qit)= *(nir)- *(nAq)= o'

qi prin urmare punctele A, T gi Q sunt coliniare.

3. ([g], pag.16S) Fie ABC un triunghi inscris in cercul 7 (O, n). Perpendiculara

din B pe diametru [AD] intersecteazd dreapta [AD] in E, iar cercul V (O,R) in F.

Paralele duse prin F la CD respectiv CA, intersecteaze CA respectiv CD, in G
respectiv H. SA se demonstreze cd puctele E, G qi H sunt coliniare.

Rezolvare:

Cum FGllcn pi CDrAC reztilta FGt-AC.'beoar"", *(am)=*(eGr)=m'

atunci patrulaterul EGFA este inscriptibil (fig.5.03).

128



Fig.5.03
Se obline

*(eGa)= -(era)= *(nee)
Paralelogramul CHFG este dreptunghi. Rezultd

( 1).

Dar AEJ-BF qi oe(aE, deci m(ASn)=*(atn).

Agadar

*(nGc)= 
]*(esr)= ]'"(atn)= -(nea) e).

Din relaliile (1) 9i (2) rerultl

-(eGa)='"(nec)

l. (Jto1, pag.13) Se considerd triunghiul ABC (AC, AB), I centrul cercului inscris

triunghiului gi punctele Ee(ec) qi Fe(as), astfel incdt perimetrele triunghiurilor ABE
qi ACE sunt egale iar dreapta EF imparte triunghiul ABC in-doud suprafefe de arii egale.

s5 se arate cd punctele F, I gi mijlocul lui [BC] sunt coliniare.

Rezolvare:

Fie BE=x, BC=a, AC=b $i AI!=c (fig.S.Ot). Cum p[ABE]=p[ACE] avem

AE+xrc=AE+a-x+b

de unde se obtine * = 
u *.b -".

2

-(nec)= '"(cen)= '"(aer)= ] ",(asr).

t29



C
Fig.5.04

Fie M mijlocul lui BC; atunci ME = BE - BM - 
a +b - c 

- 1 = 
o - 

" .1a-L2

Fie {o}=AInBC. Dinteoremabisectoaei renilti- BD= ac 
. Atunci

b+c

DM=BM-BD =z- dc 
=u(b-").2 b+c z(b+c)'

Rezultd

DMa_=
ME b+c

Cum BI este bisectoarea unghiului B se ob{in-e

o [pBr] - a (e, en).or BD'BI'rin P

o[ABr] a(e,ao).n AB.Br.rir]

de unde rezr,ltaP =+=|}. Aqadar l,t ;; ne-:IA b+c ME rr----

Din ipotezl, conditia impusa ariilor se reduce 
" 

"rt3=tll =l d""i
o [BCA] 2

BE.BF.sin B I
=- adicl RF:-ac : ac

BC'BA'sinB 2 adicd BF =#:;;fu' Rezultd

BFa

a
.BM;

sl cum 

-=
' BE a+b-c

2

cum ur llna

BA a+b-c

a ,.- BF BM=- rezulta _=_
a+b-c BA BE

Asadar MF llEA.
{;

pi MIIIEA rezultdfaptulc6punctele M, I qi F suntcoliniffs.
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