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I. METODE DE REZOLVARE A PROBLEMELOR DE
GEOMETRIE

Metoda vine de la cuvantul grecesc methodos (meta = dupd, cu si odos = cale,
drum, care tradus inseamna ,,cu calea” sau ,,dupa drumul”).

In matematica, prin metoda se intelege calea rationald care trebuie urmata pentru a
demonstra o teorema sau pentru a rezolva o problema.

In geometrie intilnim numeroase si variate probleme, insa, oricdte incercdri s-ar
face, nu este posibil si se giseasca un singur mers rational dupa care toate problemele s-ar
putea rezolva, ci un grup mare de probleme se rezolva intr-un fel, alt grup in alt fel si se
gisesc multe asemenea cidi de rezolvare a problemelor, deoarece multe si variate sunt
chestiunile teoretice pe baza cérora au fost formulate problemele ce apartin diferitelor
grupuri.

Cunoasterea celor mai intalnite metode pentru rezolvarea problemelor de geometrie
este necesar tuturor celor ce studiazi aceasta stiintd, deoarece, pe de o parte, ii fereste de
incerciri facute la intAmplare, pe de altd parte, le dezvolta capacitatea de a generaliza, fapt
ce le da posibilitatea sa lege intre ele problemele ce se rezolva dupa o anumitd schema de
rationament, care se retine usor si se aplicd fard greutate.

Metodele pentru rezolvarea problemelor se impart in doud grupe principale, si
anume: generale si particulare.

Sinteza si analiza sunt singurele metode generale care se aplica in demonstrarea
unui numar foarte mare de teoreme si probleme. Aceasta insd, nu Inseamnd ca nu putem
cauta si folosi metode particulare, care si ne conduci la rezultat sub o forma mai usoara si

frumoasa in cazul unui anumit grup de probleme. (51, pag. 4)

1.1. METODE GENERALE iN REZOLVAREA PROBLEMELOR DE
DEMONSTRATIE

1.1.1. Metoda sintezei

Problemele de demonstratie sunt probleme prin rezolvarea cdrora se urmareste
stabilirea sau verificarea unei relatii, gasirea unor proprietati noi ale figurilor date sau, in
general, s se justifice dacd o afirmatie pe care am formulat-o mai inainte referitoare la o

proprietate a unei figuri geometrice este adevarata sau nu.
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Rezolvarea problemelor de demonstratie ajuta la insusirea temeinica a cunostintelor
de geometrie, la dezvoltarea gandirii logice, constituind in acelasi timp primii pasi spre o
munca creatoare in acest domeniu.

Intr-o problema de demonstratie la geometrie se considerd o figura 7, despre care
se spune cd poseda proprietitile a, si se cere sa demonstram ca in acest caz mai poseda si
proprietatile £.

Propozifia care afirma ca figura 7 poseda proprietatile a, pe care o notim cu 4,
poartd numele de ipotezd, iar propozitia care afirma ca figura F posedd proprietatile 8 si
pe care o notam cu B, poartd numele de concluzie. Cu alte cuvinte, intr-o problemi de
demonstrafie se cere si ardtim ca, dacd pentru o figurd 7 este adevdrati propozitia 4
(ipoteza) este adevarata si propozitia B (concluzia).

La rezolvarea unei probleme de demonstratie prin sinteza se procedeazi astfel. Se
porneste de la propozitia 4 (ipotezd) si se cautd o altd propozitie C, pe care o implica
propozitia 4 (care se poate deduce din propozitia 4).

Cu alte cuvinte, tindnd seama ca figura 7 are proprietatile o, cdutdm si descoperim
ce alte proprietdfi y mai are, iar propozitia care afirma ca figura 7 are proprietitile y o
notam cu C.

Cautam mai departe o propozitie D, pe care si o implice propozitiile 4 si C, si
asa mai departe pand cand propozitiile astfel gasite implicd propozitia B (concluzia).
({51, pag. 23)

Urmeaza exemple de felul cum se aplicd metoda sintezei in demonstratii.

1. (Teorema lui Menelaus). ([9],pag.33) Fie un triunghi ABC si trei puncte
A'e BC, B'eCA, C'e AB, diferite de varfurile triunghiului. Dacd punctele A’, B'si C
sunt coliniare atunci are loc egalitatea

AB BOE Caver 1
A'C B A CB

Demonstratie:

Analizénd figura 1.01, observam cé ipoteza nu ne da suficiente date pentru a pune
in evidenta relatia ceruta.

Fiind vorba despre rapoarte si legéturile ce trebuie stabilite intre ele, acestea
constituie o indicatie cd noi trebuie sa plecdm de la cunostintele referitoare la aseminarea
triunghiurilor.

Proiectdm varfurile triunghiului ABC pe dreapta determinata de cele trei puncte

8



coliniare A', B', C'. Se obtin punctele A,, B,, C, (A1 =pr.oanBr—pr B € =prA.C,C).

Fig. 1.01

Este usor de observat ci
AA'BB, ~AA'CC,, AB'CC, ~AB'AA,, AC'AA, ~AC'BB,.
Din triunghiurile asemenea formate, rezulta
A'BE-BB S BICMOCy s G _AA,
A'C 60, BIA KA TR SR

Inmultind aceste trei egalitati se obtine

A'B B'C CA =
ACRBASCB
2. (Teorema lui Ceva). ([4],pag.44) Fie ABC un triunghi si A', B', C' trei pun-
cte astfel incat A'e BC, B'e CA, C'e AB. Daci dreptele AA', BB', CC' sunt concurente

atunci are loc egalitatea
BB e a
ACBA CB e

Demonstratie:

Fie {P}= AA'nBB'n CC'. (Fig.1.02)

Faptul cd in ipoteza se vorbeste de sase segmente determinate de cele trei drepte
concurente de pe laturile triunghiului dat este o indicatie ca in demonstratia teoremei date
putem sd aplicam teorema lui Menelaus.

Aplicdm teorema lui Menelaus pentru triunghiul BA'A si punctele coliniare
C.- PO

Rezulta

CEPATCIA S
CA' PA C'B




C

Fig. 1.02

Aplicdm acum teorema lui Menelaus pentru triunghiul CAA' si punctele coliniare

B', P, B. Rezulta

B'C . PA 'BA'_1

B'A JPAts B@ri
Inmultind ultimele doua relatii se obtine

A'B _ B'C ; CA iy

AC BASCB

1.1.2. Metoda analizei

La rezolvarea unei probleme prin analiza se porneste de la concluzia B si se cautd o
propozitie C care si o implice pe B.

Cautdm o altd propozitie D din care sd o deducem pe C, apoi o propozitie E din care
sd 0 deducem pe D si asa mai departe, pAnd cand reusim sd gisim o propozitie 4 din care
sa putem deduce propozitia precedenta.

Practic se procedeaza astfel:

a) Se presupune ca propozitia de demonstrat este adevirata.
b) Se pune urmaétoarea intrebare:

De unde reiese imediat concluzia teoremei?

Raspunsul la aceastd intrebare duce la formularea unei propozitii mai putin
necunoscuté decét cea datd de teoremd. Sd numim aceasta propozitie, de exemplu, C.

¢) O intrebare asemaniatoare se pune si pentru propozitia C.
De unde reiese imediat concluzia propozitiei C ?
Raspunsul la aceastd intrebare duce la formularea unei noi propozitii, mai putin

necunoscuta decat C. Sa numim aceastd noud propozitie, de exemplu, D.
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d) Acest proces se repetd pand cand se obtine o propozitie cunoscutd, stabilitd mai

Tnainte.

e) O datd ajuns la acest adevar, rationamentul decurge mai departe dupa metoda

sintezei.
Din felul cum se aplici metoda analizei se poate vedea clar ca fiecare etapa nu se
desfasoara prin incercri, ci este legatd de propozitiile precedente, asadar rationamentele

sunt motivate. ([5], pag. 74)

Urmeaza exemple de felul cum se aplica metoda analizei in demonstratii.

1. Se consideri cercul %(O, R) si un punct C exterior cercului. Prin punctul C se

duce secanta CBA si tangenta CD la cercul dat. Pe cercul ¢ (0,,R,) circumseris

triunghiului CBD se considerd punctul E astfel incdst CD=CE. Sa se arate cd punctele

A, D si E sunt coliniare.

Demonstratie:

C

Fig.1.03

Presupunand c punctele A, D, E sunt coliniare avem m(ADC)+m(EDC)=180",
m(EDC)=m(DEC) deoarece CD = CE si
m(ADC)=m(ADB)+ m(BOC)=m(ADB)+ -;- m(DMB)=
- m(ADB)+m(BAD)=
~180° -m(ABD).
Comparand aceste relatii obtinem m(DEC)=m(ABD), egalitate care este adevarata

deoarece m(Dl:ZC)=180° -m(DEC)=m(AI§D), patrulaterul BDEC fiind inscriptibil.

11



5.3. PROBLEME REZOLVATE DE COLINIARITATE SI CONCURENTA

1. ([8],pag. 207) Fie paralelogramul ABCD si punctele E, F astfel incat B e (AE),
BE=AD, De (AF), DF = AB. Sa se arate cd punctele E, C si F sunt coliniare.

Rezolvare:
F

A B E
Fig. 5.01
Cum BE=AD si AD=BC rezultd BE=BC deci triunghiul CDE este isoscel.
Deoarece DF=AB si AB=DC rezulta DF=DC asadar triunghiul FDC este

isoscel. Avem

180° - m(CBE) 180" - m(FDC)

m(ECF)=m(ECB)+ m(BED)+ m(DCF)= +m(BCD) +

= %[360“ +2(BED)- m(CBE)- m(FDC.
Intrucat BC|| AD si AB||DC se obtine
m(BCD )=m(CBE)=m(FHC).
Rezulta m(EéF):%-%O" =180°, deci punctele E, C si F sunt coliniare.
2. ([9],pag.169) Se considerd triunghiul ABC in care m(A)= 60° si triunghiul
echilateral BCT astfel incat A si T aparin aceluiasi semiplan delimitat de dreapta BC .
Se iau punctele P si Q asa incat A e(CP), (BP)m(AQ)¢® si triunghiul BPQ este

echilateral. Sa se arate cd punctele A, T si Q sunt coliniare.

Rezolvare:

Cum m(BAC)= 60° si triunghiul BCT este echilateral (Fig. 5.02), atunci
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m(BAC)=m(BTC).

B i
Fig. 5.02

Rezulta ATBC patrulater inscriptibil, de unde se obtine
m(BAT)=m(BCT)=60.
Se observa ca
m(BAP )+ m(BQP)=120" + 60° =180°

de unde rezultdi APQB patrulater inscriptibil.

Asadar
m(BAQ)=m(BPQ)=60".
Se obine astfel
m(BAT)=(BAQ).
Deci

m(QAT)=m(BAT)- m(BAQ)=0-
si prin urmare punctele A, T si Q sunt coliniare.

3. ([9],pag.168) Fie ABC un triunghi inscris in cercul <(?(O, R). Perpendiculara

din B pe diametru [AD] intersecteazd dreapta [AD] in E, iar cercul Cg(O,R) in F.

Paralele duse prin F la CD respectiv CA, intersecteazd CA respectiv CD, in G
respectiv H. Sa se demonstreze cd puctele E, G si H sunt coliniare.
Rezolvare:

Cum FG||CD si CD LAC rezultd FG L AC. Deoarece m(AEF)=m(AGF)=90°

atunci patrulaterul EGFA este inscriptibil (Fig. 5.03).

128



AN

Fig. 5.03
Se obtine

m(EGA )=m(EF A )=m(BEA) (1).
Paralelogramul CHFG este dreptunghi. Rezulti

m(HGC)=m(GEF)=m(ACF)- -;- m(ASF).

Dar AE LBF 5i O« (AE, deci m(ASF)=m(ATB).
Asadar

m(HGC)= %m(AﬁF): %m(ATB)z m(BCA) 2.

Din relatiile (1) si (2) rezulta
m(EGA )=m(néc)
deci punctele E, G si H sunt coliniare.
> Observatie: Cum m(HGC)=m(BéA) atunci EH || BC.

4. ([10], pag. 13) Se considerd triunghiul ABC (AC> AB), I centrul cercului inscris
triunghiului si punctele E e (BC) si Fe (AB), astfel incét perimetrele triunghiurilor ABE
si ACE sunt egale iar dreapta EF imparte triunghiul ABC in doud suprafete de arii egale.
Sa se arate ca punctele F, I si mijlocul lui [BC] sunt coliniare.

Rezolvare:

Fie BE=x, BC=a, AC=b si AB=c (Fig. 5.03). Cum P [ABE]=P[ACE] avem

AE+x+c=AE+a-x+b

de unde se obtine X:a+b-c.
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Fig. 5.04
Fie M mijlocul lui BC; atunci ME =BE-BM=212-¢ 2 _b-c

el )
Fie {D}= AInBC. Din teorema bisectoaei rezulta BD =

. Atunci
b+c
DM=BM-BD <2 ® _alb-c)
2 b+c 2(b+c)
Rezulta
DM a
ME b+c’
Cum BI este bisectoarea unghiului B se obtine
BD-BI si .
o[DBI] d(B,AD)-DI (s
a[ABI[S (B ADJ-TA & o o) Sing
de unde rezults 2L =2 L Asadar MI || EA.
IA b+c ME
2 v B .
Din ipoteza, conditia impusi ariilor se reduce la allei = i3 deci
o[BCA] 2
LD 51'n A :l e . Rezulta
BC-BA:sinB 2 2BE a+b-c
BF__
BA a+b-c
-
si cum i S el S el Asadar MF || EA.
Eiratb-¢ ‘asb-¢ BA BE

2
Cum MF ||EA si MI||EA rezulta faptul ci punctele M, I si F sunt coliniare.

130




